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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Doua autovehicule A si B pornesc simultan din acelasi punct M si se deplaseazd pe aceeasi
directie si in acelasi sens cu vitezele constante v; si v, (V] < v;), descriind un drum rectiliniu d.
Fie P un punct care nu apartine dreptei d, astfel incit PM = a si m(<c PMA) > 90°. Dupa cat
timp de la pornire unghiul <t APB, sub care se vad autovehiculele din punctul P, este maxim?

Solutie.

Fie PO L d; notam PO = h, OM = b, m(<x OPA) = o, m(<x OPB) = 3 si m(< APB) =Y. Observam

cih®+b*=a’ Dupa timpul t de la pornire, MA = vit i MB = Vot oo 1p

tgf—tgo

tgy=t S O TP 1
gv=tg(p-a) L+ 1ePtee p
tgf = b+v,t , tgo = b+hV‘t .......................................................................................................... Ip

- . . _ h(v,-v,)

Inlocuind, obtinem tgy=———————"——— .. 2p

aT+ V1V2t+b(Vl +V2)

. . < . - UG | -
Unghiul y este maxim dacd numitorul este minim, deci cAnd —+v,v,t este minim (b(v, +v,) este
t

COMSEATIE) 1euuetieeeeiiteeee ittt e ettt e e e ettt e e e et te e e ettt eeeabbeeeeabbeeesaabbeeeeaabbeaeesabaaeesasbtaeessassaeessanbaeassansaeessaass Ip
2
—+v,v,t az
Folosind inegalitatea mediilor, deducem ca tTZ T'Vlvzt . Astfel, valoarea minima se
a’ a
obtine cand — = v, v,t, deCl PENIIU t = ——= .....cciiiiiiiiiii e Ip
t v,V,
2 2 2 2
2. Calculati suma S= L +2" Es 2% 3 o220 2014 , unde [x] este partea
2 3 4 2015

intreagd a numarului real x.




S

s-§=22°”.2013—(1+2+22+23+...+22°“) ............................................................................... 2p
2013 _
s:z-(z””-zom—zz 1j .......................................................................................................... Ip
S=2+( 27" 20124 1) oot Ip
n’(f(n)+1
3. Determinati functia f :N" — N", stiind ca 1’f (1)+2°f (2)+...+n’f (n) =#, oricare

arfi ne N".
Gazeta Matematica 11/2013

Solutie.
Pentru n =156 0btine CA (1) = 1.couiiiiiiiiiiieie ettt et Ip
Dand in continuare valori Iui n, intuim ca f(1N) =N ..ooiieiiiiiiiiiee e e 2p
Presupunerea precedentd se demonstreaza prin indUCHE ......ccuerveerieereeniiniienrieniie e 4p
4. Fie AABCsi A; € (BC), B; € (CA), C, € (AB), astfel incat BA, = CB, = AC, =l, n>2,
BC CA AB n
AA; (BB, = (B'}. BB, 1 CC, =(C'}, CC; N AA, = {A'}. Aflafi raportul S245¢
AABC

Sergiu Prisacariu

Solutie.

_ S _
LT e N e L O 2p
BC n N n

Aplicam teorema lui Menelaus in AABA, cu punctele coliniare C;, A’, C; rezulta ca
CIA' CB _A'Al -1

L et e e e — e e e e taa e e e aabaeeeaataeeeeabaeeesaraeeeanraaeas 1
CB CA, A'A P
Obtinem 2 — S Suen T N 2p
A, n-n+l S, n -n+l
Din (1) si (2), Sarcar 2n—1 si analoagele Sacee _ zn—l , Supaw _ 2n—1 ................ Ip
ape DT —n+l Sgpe N —n+l S,z n"—n+l
2
. n—2
Finalizare: Supe ( i, Ip
n“—n+l

AABC
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1. Se considerd numerele complexe a, b, ¢ si d, astfel incita + b=c +d si a+br=ct+d
Aratati cd a" + b" = ¢" + d", oricare ar fi numarul natural n.

Solutie.
Din(a+bY=(c+d)*sia’+b’=c*+d obtinem, scdzand membru cu membru, cd a-b = c-d

........................................................................................................................................................... 2p
Notim s =a +b =c + d si p = a-b = cd; atunci ecuatia x> —sx +p =0 are, pe de o parte, solutiile a
si b, iar pe de alta parte, solutiile c si d. Rezultia=c,b=dsaua=d,b=c

2. Determinati numerele reale x cu proprietatea ca [log, x]+[log, x]=3 (unde [a] este partea

intreagd a numadrului real a).
Gazeta Matematica 1/2014
Solutie.

Impunem conditia x e (0,00). Daca xe (0, 1), atunci cei doi termeni ai sumei din membrul stang

sunt negativi, deci nu exista solutii Tn (0, 1) .oocueeriiiiiiiiii e 2p

In primul caz, x € [4,8)"[4,16)=[4;8). In cel de-al doilea, x € [8,16)N[1,4) = . In concluzie,

numerele cautate sunt cele din intervalul [4, 8) ............................................................................... 2p

3. Se considerd numerele pozitive a, b, ¢ si functia f : R > R, f (x) =ax’+bx+c. Fieu, v, w
numere reale astfel incat 0<u<v<w si punctele U(u,f(u)),V(v.f(v)) si W(w,f(w)).
Demonstrati cd UW? > UV?> + VW?,

Mihai Monea

Solutie.

Folosind teorema cosinusului, concluzia problemei revine la a demonstra faptul cd <UVW este
10 0] 1 -/ PRSP 2p

Cum a, b, c sunt pozitive, parabola asociatd functiei f are varful la stinga axei Oy si f este strict
crescatoare pe INtErvalul [0, 00) ....cocuiiiiiiiiiiiiiieie e et 2p



Ducem prin V paralele la axele de coordonate, care vor imparti planul in patru cadrane. Punctele U
si W se vor afla in cadranul III si respectiv I, ceea ce arata ca unghiul <xUVW este obtuz

4. Prin infisurarea unui dreptunghi de perimetru 1 se obtine suprafata laterald a unui cilindru.
Determinati volumul maxim posibil al acestui cilindru si precizati dimensiunile dreptunghiului
pentru care se atinge acest maxim.

Nota: Volumul unui cilindru circular drept avind raza R si inaltimea H se calculeaza folosind

formula V = tR*H.

Solutie.

. . . . o 1 S - . .
Fie a si b dimensiunile dreptunghiului, cu a+b = E Daca indltimea cilindrului este a, raza acestuia

va fi b , iar volumul va fi egal cu V = L AD7 ettt 3p
2n 4n
a+ E + E 3 3
Din inegalitatea mediilor obtinem ca V = 1 a bb < ! 2 2= ! (lj = L
T 22 = 3 n \6 216m

Deducemcd V= , valoarea maxima atingdndu-se cand a =

1
216m 6
astfel Tncat Tndltimea sa fie de IUNZIME @ . ..coc.eeriiriiiiiiiiiiiic e 1p

| S
b= 3 iar infasurarea se face
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1
1. Determinati asimptotele graficului functiei f:R" > R, f(x)=x-e *.

Solutie.
1

Cum limf (x)=1limx-e ¥ = oo, functia f nu are asimptota orizontala la +oo

X—>00 X—>o0

Cautam asimptota oblica la +oo.

1 1 -y
Avem: m=lim (x =lime * =1; n:lim(f(x)—x):limx(e"—lleime 1:—1, deci

X} X—>o0 X —>o0 X—>00 §;>)0 y
dreapta y = x — 1 este asimptotd oblica SPre +00 1a G ....cccvevvviiiiiiiiriiieeiiie et 2p
Analog, dreapta y = x — 1 este asimptota oblica si spre -co la graficul lui f
........................................................................................................................................................... Ip
_l _l e_y

Deoarece limf (x)=limxe * =0;limf (x)=limxe * = lim — =—co, dreapta x = 0 este asimptotd

x—0 x—0 x—0 x—0 y——o0 y

x>0 x>0 x<0 x<0
VertiCald 1a StANGA 18 G .uvvvrviieeiiiiiie ettt et ettt et esbbe et ee st e e sabeeenee s 3p

2. Fie A o matrice patraticd de ordin 3 cu elemente numere intregi. Demonstrati cd matricea
3A + 51, este inversabila.

Supliment Gazeta Matematica 9/2013
Solutie.

M,+2 M, M,
Determinatul matricei 3A + 351, este de forma A= M, M;+2 M,

Efectuind calculele, obtinem cd A=M; +2, deci A # 0. Deducem cd matricea 3A +5I, este
11N S 121 o) 1 - T RO 3p

3. Folosind notiunea de limitd a unei functii intr-un punct, demonstrati ca functia f:R — R,
f(x)=sinx nu este functie rationala.

Nota: O functie se numeste rationala daca se poate scrie ca raport a doud functii polinomiale.
Supliment Gazeta Matematica 1/2014



Solutie.

Presupunem, prin absurd, ca existd P si Q polinoame cu coeficienti reali astfel incat

. X - R . X =
sinx = ) ,Vxe R. Observam ca limita lim ( existain R,

Q(x) ==Q(x)
........................................................................................................................................................... 4p
in timp ce functia f(x) = sinx nu are limita la +oo, fiind periodica. Contradictia la care am ajuns arata
cd presupunerea fAcUtd eSte FalSA ........oociiiiiiiiiiiiii e e 3p

4. O echipd de hochei este formatd din 6 titulari si 9 rezerve. Antrenorul poate face schimbari
oricand, oricate si poate schimba oricare jucator; un jucdtor schimbat poate reveni in joc dupa
un timp. Timpul efectiv de joc este de 60 minute. intr-o anumiti partida, se constata la final ca
fiecare dintre cei 15 componenti ai echipei a jucat un acelagi numar n de minute.

a) Determinati valoarea lui n.
b) Descrieti, folosind o matrice pétratica ce are ca elemente doar numerele O si 1, o modalitate Tn
care antrenorul poate trimite in teren jucdtorii astfel incat sa fie respectate conditiile problemei.

Solutie.

a) In fiecare moment, pe teren sunt 6 jucitori. Timpul total pe care il joaca cei aflati pe teren este

deci 6x60 = 360 min. Cum fiecare joaca acelasi numar de minute, rezultd cd n =360:15 =24 min.

b) impér@:im cei 15 jucdtori in cinci grupe de cate 3, pe care le vom nota L, L,, L3, Ls, Ls. in
matricea urmdtoare cifra 1 aratd cd o anumitd grupd se afld pe teren in intervalul de timp
corespunzator, iar cifra 0 aratd ca respectiva grupa este pe banca de rezerve:

0...12 | 12...24 |24.36 |36...48 |48...60

L, 1 1 0 0 0
L, 1 0 1 0 0
Ls 0 1 0 1 0
L, 0 0 1 0 1
Ls 0 0 0 1 1
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1
x(3+Inx)(5+Inx)’ s

1. Fie a > 0 si functiile f, g, G : [1, ») >R, f(x)=

G(x)=In(a+Inx).
a) Aratati ca G este o primitiva a lui g pe intervalul [1, +c0).
b) Determinati o primitiva F a functiei f pe intervalul [1, o) cu proprietatea F(ez) = %Ing .

Supliment Gazeta Matematica 12/2013

Solutie.

a) G'(x)=g(x),Vxe[l,00) = G este 0 PrMItiVA @ IUi & ..eeveurvrrerereeirerirererieeeneiesieessee e neeeene 3p
1 1 1

b) f(x)=—- o | e et s e e e 1

V) 2(x(3+lnx) x(5+lnx)J P

1 1 1 1 1 1
f(x)dx=—=[——dx—~[——dx=—In(3+Inx)—~In(5+Inx)+C =
J. (x)dx 2J.x(3+lnx) * ZJX(5+lnx) 72 n(3+Inx) 2 n(5+Inx)

=1In 3*inx s al CR USSP 2p

5+Inx
Aflarea primitivei F cu proprietatile din @nunt ............ccoooiiiiieiiiiiieieie e Ip

2. Pe Z definim legea de compozitie "o" datd prin X o y = 5xy + 5(x +y) + 4, VX, yeZ.

a) Cercetati dacd legea "o" este asociativa.

b) Aflati ultimele 100 cifre din scrierea zecimald a numarului Intreg 10203040...0201302014 .

Solutie.

a) Verificarea aSOCTAIVITALIT ....eeveeveeieieeieesieete et testte ettt et et et et e et et e e st eeesteenteembeeneesneesnseenseesaee e 3p
D) X o Y =S5(X 4 I)(Y 4 1) = 1, VX, YEZ ettt Ip
Deducerea egalitatii Xjoxpo...0X, = 5“"1(x1 + DX+ 1) ... X, +1)-1, Vne N si VXy, X2, ... Xy€Z

........................................................................................................................................................... 2p



3. Fie grupul (Z;,) Pentru un element a e Z., , definim functia :
qI:Z: - Z;,‘P(;() = eAl‘)A(,V)A(e Z:;(p numar prim).
a) Arétati ca Y este bijectie.

b) Demonstrati egalitatea iiép—l = ‘P(l)‘P(2)‘P(p/—\1)

1 N

c) Justificati ca a =1,

2016
d) Argumentati cd 20171 (Z ij

i=1
Solutie.

a) Suficienta verificarea injectivitatii: ‘¥ (x1 ) =¥ (xz) DX T Xy e

b) Deduce egalitatea cerutd folosind bijectivitatea Iui W .........ccoooiiiiieiiiiieee e

o~ A —

©)1-2:3p=1=w(i)¥(2)-..¥(p-1)=12-3..p-1=a-ia-2:a3 . ap-1=

B |

123 p=l=a 1230 p=128 =1 e

2016

d) Zcm = 27 0y = Con7 = 2+( 2710 1) e

Dar 2°°'° —=1=2"""-1:2017 (conform punctului c) si deoarece 2017 este prim. ........................

4. O fabricd F(8, 1) se afld pozitionatd intre BO.Y)
doua sosele perpendiculare Ox si Oy, ca in
desenul aldturat. Se construieste o sosea
rectilinie care sd uneasca fabrica cu cele
doud sosele, astfel incat aceasta sa fie de
cost minim, adica lungimea FA + FB = | F@8. 1)
AB sé fie minima. Aflati lungimea soselei lkmlr

.1p

AB de cost minim. 0 Fn 8 A(x, 0)

Solutie.

Din conditia de coliniaritate a punctelor A(x, 0); F(8, 1) si B(0, y) deducem ca y = X ;

(X 8, ¥ > 1) ittt h et et ettt e s bt et e sbe e e sabeeebee s
2 2
FA+FB:\/(X—8 F1J644 (Y =1)° ,Unde X3 8, Y > | oo

2
AB=FA+FB= +1+\/64+( - (X=8)"+1 oo

Fie f:(8,00) > R; f(x (x 8)’

(x—8) -8

Calculeazd f'(X) = e e

(x—8)" +1-(x—-8)’
Deduce ca x = 10 este punct de minim si afla coordonatele punctelor A(10, 0), B(0, 5)

X



